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Matematicka disciplina zvana algebra se historicky utvarela§ako nauka

o TeSeni rovnic. S jejimi zdklady jsme se sezndmili uz dfive@oznali jsme
»jazyk® mnohoclent a jeho pravidla, ktera ndm umoznila @isovat a Fesit
jednoduché rovnice s jednou nezndmou, pokud je bylo r?é prevést ekvi-
valentnimi tpravami na linedrni rovnice. V této doved i se nyni nejprve
zdokonalime. Pak zacneme TeSit slozit€jsi rovnice, I%é znali a Tesili jiz
stafl Babylénané a které se dnes nazyvaji kvadr%f‘k € rovnice s jednou
neznamou. éo
StaroreCti ucenci spojovali kvadratické rov % s dilezitymi geometric-
kymi tlohami. Jednu z nich, tzv. problém z&é o fezu, uvadi Eukleides
(4. stol. pt. Kr.) ve své knize Zdklady taktoﬁ%ozdélit usecku délky a tak,
aby obdélnik sestrojeny z celé usecky a z jedné z obou ¢asti mél tyz obsah
jako ctverec sestrojeny ze zbyvajici g& usecky.“ Oznacime-li x stranu
neznamého Ctverce, pak citovana 1l se vlastné ptd na Teseni rovnice
a(a — z) = 2%, kterd obsahuje ,ctveléc” neboli ,kvadrat® z? nezndmé z.
Dodejme pro zajimavost, ze uvedea®u kvadratickou rovnici mizeme rovnéz
zapsat jako uméru (a —x): x =& o a predist: ,Jedna ¢ast tsecky se ma
ke druhé c¢asti stejné, jako se@ druhé c¢ast k celé tsecce.“ Pri¢inou, pro¢
se matematikové zabyvali m Tezem, byl pfedpoklad, ze tsecky délené
v tomto poméru jsou zakla@em krasy v architektufe a ve vytvarném uméni
a ze se zlaty fez Vysky‘m@v proporcich lidského téla, rostlin i v usporadani
vesmirnych téles. 2
V tomto sesité bul€me také poprvé fesit rovnice, ve kterych vystupuje
ne jedna, ale vice @eznamych. K urceni jejich hodnot obvykle jedna takova
rovnice nestaci avidla je zapotiebi znat tolik ,navzajem nezavislych“
rovnic, kolik jeeznémych. I kdyz se v naSem textu omezime pouze na
soustavy dv@ovnic se dvéma neznamymi, metody feseni, které si osvoji-
me, lze u it i pfi feSeni soustav s velkym poc¢tem rovnic a nezndmych.
Vysvétl%z v poslednim odstavci, pro¢ je feseni ,rozsahlych“ soustav rovnic
v soué@lé matematické praxi tak casté a vyznamné.
Piomeénné veli¢iny, které popisuji pribéh mnoha prirodnich jevid nebo
tecb ckych procest, se tidi zakony, vyjadienymi tzv. diferencidlnimi rov-
mi. Takové rovnice nelze algebraicky (tj. pomoci aritmetickych operaci
a"konecného poctu znamych a neznamych hodnot) vibec zapsat a k vy-

8



poctu jejich feseni v naprosté vétsiné pripadi neexistuje zadny vzorec.
Presto je mozné vypocitat alespon priblizné hodnoty téchto feSeni, a to
tak, Ze zkoumanou diferencialni rovnici zaménime vhodnou soustavou al
braickych rovnic. Pfitom casto plati, ze takové ,pfiblizeni“ mé tim st
chybu, ¢im pocetnéjsi soustavu rovnic k vypoctu zvolime. Pti prak%ﬁch
vypoctech jsme ovSem vzdy omezeni tim, jak velké soustavy Jsme@ opni
v ,prijatelném* case vyfesit. Dnes uz to samoziejmé nezavisi poctar—
skych schopnostech lidi, ale na operac¢ni rychlosti dostupné vypé€etni tech-
niky. (Zdiraznéme vsak, Ze jsou to lidé, ktefi tvorbou progr pocitactim
cely postup vypoctli presné predepisuji.) Soucasné nejvyk@ éj81 pocitace
umoznuji v potfebném cCase Tesit napiiklad soustavy r 1c s desetitisici
neznamymi, kterymi se vyhodnocuji aktualni adaje o €"&Qbehu kosmického

letu, a podle jejich vysledki se rozhoduje o dalsim fi etu. Premyslime-li

raketovému motoru

vesmiru se staly skutecnosti diky dvéma vynal

proto nékdy o vzniku a rozvoji kosmonautiky, n ; omenme, ze lety do
a pocitadi.
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1 ROVNICE A JEJICH UPRAVY

Postupiim Feseni rovnic jsme vénovali podstatnou ¢ast sesitu Rovnice a fie-
rovnice. Naudili jsme se nejprve fesit rovnice metodou ekvivalentnich gpfav
a pak jsme ukazali, jak lze rovnice vyuzit pii feSeni slovnich uloh. ané
Lteoretické” poznatky o rovnicich si nyni struéné zopakujeme. 4

&

Co jiz vime o rovnicich? $
Zapisy $@
x—17=17, 35 =4x +7, 3x+5:‘@—

jsou priklady rovnic. Na jedné nebo na obou stral gh kazdé rovnice se
objevuje vijraz s promennou Proménna ZaStUI)UJQ eznamé cislo, které je
tfeba urcit. Nazyva se neznama; nejcastéji se oz uJe pismenem x. Uzivaji
se vSak i jind pismena. 2%

Resit rovnici znamena urcit vsechna cisl gteré je mozné dosadit za ne-
znamou, aby se rovnice ,preménila®“ v plafsfou rovnost. Kazdé takové ¢islo
nazyvame kofenem nebo fesenim d ovnice.

N

Slovo ,feSeni“ se u rovnic pouziva ve dvojiWvyznamu: jednak znamenda postup, kterym
urcujeme neznamou, jednak se jim pojmeéRovava i ,spravna hodnota“ neznamé — koren.

7

Piipomenme jesté, ze levou st;su rovnice oznac¢ujeme pismenem L, pravou
stranu pismenem P. K

S
~7

Jak postupujeme pti fﬁi rovnic?

V sesité Rovnice a ovnice jsme podrobné vysvétlili metodu ekvivalent-
nich uprav. Nyni jistru¢né pripomeneme.

Postup, kterym #pjedné rovnice ziskdme jinou rovnici se stejnou mnozi-
nou kofent, se%zyva ekvivalentni iprava rovnice. Vime, Ze k takovym
Upravam p

vyméndwlevé a pravé strany rovnice
pric téhoz ¢isla nebo mnohoclenu k obéma stranam rovnice
o eni téhoz c¢isla nebo mnohoclenu od obou stran rovnice
péwfiasobeni obou stran rovnice tymz nenulovym c¢islem

ydéleni obou stran rovnice tymz nenulovym ¢islem

)
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Vyraz x + 2 nabyva hodnoty nula jedin€ pro x = —2. Tato hodnota z je
oo —1 y

vSak pro ptivodni rovnici ,,zakdzana“, nebot vyraz na jeji levé straqv
v+2 ¢

neni pro x = —2 vubec definovan.

Budeme tikat, ze rovnice

z—1
+2=0
xz+2
pro x = —2 nemda smysl. Pro vSechna ostatni

¢isla x tato rovnice smysl méa. Pro né je vyna-
sobeni obou stran rovnice dvojélenem x + 2
ekvivalentni tpravou.

Dohodneme se, Ze pii feseni rovnic s nezndmou ve \novateli nejprve zjis-
time, pro které hodnoty neznamé nema rovnice s&jl. Vyloucime je tak, ze
stanovime podminky, za kterych jsou vSechny y§@azy v rovnici definovany.
Obvykle je zapiseme do zavorek napravo o%vnice. Za téchto podminek
je pak odstranovani zlomkt ekvivalentni & ou.

Zapis celého feseni nasi rovnice pak Vyp? takto:
-1
T4 § (x # —2)
T+ 2 .&Q
z—1
@:O !-(:1’:—1—2)

x +

3r = -3
i~
blb r=-1
Zkouska: \'a
z—1 * —-1-1 —
L:——igb: 9—=_249-0, P=0, L=P
T+ -1+2 1
N
Pf'ikladObé Reste rovnici a provedte zkousku:

4’ 1 2
* —

r—1 xz+1

$cm’. Zlomek na levé strané rovnice nemé smysl pro x = 1, zlomek na
pravé strané pro x = —1. Proto budeme hledat kofeny mezi témi ¢isly x,
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*5. Reste rovnici a provedte zkousku:

3 2 5 4 2x 2x
_2_ b) = =
e Bl g )3t —i 1o &
9 2 5 _3a-l g = 1,3 &
r+3 x-3 22-9 22—4 2—z 24z 4

xr— 2 1—z 2 1 6.+
) T2 22t 4z + 4 ey Ayl g W
&
* 6. Zjistéte, zda rovnice éy
1 1 c—2 &

2(2¢ —4) ! 4(c—2) 2 —{:

S neznamou ¢ ma reSeni. \
(]

3 KVADRATICKE ROVNI

I kdyz jsme jiz fesili rovnice, ve kt h se neznama vyskytovala nejen
v prvni, ale i ve druhé mocniné, v @rubéhu jejich feSeni se ¢leny s dru-

hou mocninou nezndmé ,navzaje rusily“. Proto jsme po upravach vzdy
dospéli k rovnici tvaru &

,Q ar =b

g

S neznamou x a konkrétnirapisly a, b.

Nyni se nauc¢ime Tesit tabyé rovnice, ve kterych ¢leny s druhou mocninou
neznamé hraji ,podstafifou roli“. Rikdme jim kvadratické rovnice. Takové
rovnice se vétsSinou ngdaji resit metodou ,,¢leny s neznamou na jednu stranu
rovnice, ¢leny bez%€znamé na stranu druhou“, se kterou jsme dosud pii
feSeni rovnic vysgacili.

Co je kvad@ké rovnice?

Vv rovni@ S neznamou x

4 2 2 2
&t- 22 =2z, 422=9, 222+3z=10
[
2
&upuji ¢leny bez nezndamé (tj. ¢isla 9 ve druhé a 10 ve tfeti rovnici),
cleny s nezndmou v prvni mocniné (2z v prvni a 3z ve tfeti rovnici) a ¢leny
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s nezndmou ve druhé mocniné (22, 422 a 2z?%). Jsou to piiklady rovnic,
které miizeme upravit na tvar "

N
*
e

Pl

Ptvodni rovnice | Upravena rovnice Koeficient &
c

x? =2 2?2 —22x =0 a=1, b= =0

<
422 =9 422 —9=0 a:4,b§¢,c:9

202 +3x =10 | 222+32—-10=0 a:2,§3, c=-10

ar’ +br+c=0,

kde z je nezndma a a, b a ¢ jsou ¢isla, kterym fikame koeficienty.

Podle mocniny neznamé, kterou dany c¢len ro &e obsahuje, mluvime
o absolutnim ¢lenu, linedrnim ¢lenu a kvadraticlgh ¢lenu.

CLEN

N
O
Je-li koeficient a kvadrat&ho ¢lenu rovnice

@

S 2

0y ax® +br+c=0
Q

2

roven nule (a = 0)\@32eme ¢len az® v rovnici ,,vynechat®. Tak dostaneme

rovnici bez kvadyckého ¢lenu

e bx+c=0,
d
kterou jiz @une fesit. Proto se dale budeme zabyvat pouze rovnicemi
L)
N
g az? +bxr 4+ c=0,

A
ve %{%ch a # 0. Rikdme jim kvadratické rovnice. Pat¥i k nim naptiklad

r@ce
) 422 + 72 —12=0, 322-15=0, 2?+3z=0.
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3 13 16

=z - = Lo - 1
v+v+16 2v ‘ v (U+ 6)
6 (v+ 16) + 26v = 16 - (v + 16) "}'
6v + 96 + 26v = 16v + 256 *y
160 = 160 2
&

v =10 4
¥

Pavel jel prvni c¢ast trasy rychlosti IOkTm a urazil ji za&od. Dru-

hou ¢ést trasy jel rychlosti 26 kTm a trvalo mu to % h, te&' % h. Protoze

(13—0 + %) = % = 1% = ‘51 a ‘—;h = 48 min, celéd cesta m ala 48 minut.
Kdyby jel celou trasu dlouhou 16 km rychlosti 20 kTm vala by mu cesta

% h, tj. %h. Tak jsme zkontrolovali, Ze nas vysledel\ spravny.

Pavel ujel celou trasu za 48 minut. A

()
Piiklad 8. Auto ujelo vzdalenost 120 km. K&r zvysilo svou primeérnou
rychlost o 10 52, doba jeho cesty by byla ®624 minut kratsi. Jak dlouho

auto skuteéné jelo? éb

Reseni. Za neznimou zvolime ¢islo ¢ ré vyjadiuje v hodinach cas, po
ktery auto skutecné jelo. Jeho primeé rychlost byla 1%—0 kTm Kdyby jelo
rychlosti o 10 1% vetsi, tj. (% + kTm, trvala by mu cesta (t — %) h,

nebof 24 min = %h. Tehdy by j@ rychlost byla % 1%

A\ 120 km
5 o .
skutecnost: ‘0 mohlo jet:
cas 1&0 cas (t—z—é)h
r;@ost % kTm rychlost (%O—l—IO)kTm
&
&
Proto plati: S
Ny 120 120
& o P [t (t—2)

&
A 120t — 48 + 10¢% — 4t = 120t
> 1062 — 4t — 48 =0
5t2 -2t —24=0
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S odpovédi ,,Rybnik se vyprazdnil za % dne“ asi nejste spokojeni, i kdyz je
spravna. ,,Nazornéjsi informaci dostaneme, vyjadiime-li vysledek % smise-
nym ¢islem 7%. Z jeho zapisu vidime, Ze vypousténi trvalo déle nez 7 a mé

nez 8 celych dnti. U necelé ¢asti se asi spokojime s odhadem % = % -
Tak dospéjeme k ,prakti¢téjsi“ odpovédi: ,%
&
’

49

Priklad 3. Mistr spoleéné s ucednikem postavi zed za 20 lfodin. Mistr
sam by tuto praci vykonal za 30 hodin. Jak dlouho by zed’&él samotny
uéednik? $¢1

Reseni. Za nezndmou z zvolime pocéet hodin, které By k postaveni zdi
potieboval ucednik. Za 1h ucednik postavi % celé zdiaMistr za 1 h postavi

% zdi. Protoze oba spole¢né za 1h postavi 21—0 Zdi,? i
éo
1
== @
x 30 20 %
N

60 + 2z = 3x Q

x =60 0#

Ucednik by sdm stavél zed 60 hodin. e’?

Rybnik se vypoustél asi sedm a ¢tvrt dne.

1 1 ‘

Ptipojime jesté Ondrovo Feseni te@llohy:

N
,écoﬁx'/mfw Ao 1 Aot

mide D 0L e
Wl o4& x b %
Mwwb@ 04 &

&,
,(A/L’/‘- t—— =< 70 /60;(

X+ 60 = B

60 = x

8
% A4 9 _ 8 A



Obé rovnice
3x + 2y = 46,

20 4+ 3y =49 0
]

vystihuji jednu situaci (ndkupy ve stejném obchodé), proto k sobé ,,@

473
1

Rikdme, ze tvoii soustavu dvou rovnic se dvéma neznidmymi. QQ

Mozné uhodnete, zZe obéma rovnicim nasi soustavy vyhovuji é% r=2_8

a y = 11. Skutecne: qlé
3-84+2-11=46 o
2-84+3-11=49 Q*'

Takovou dvojici ¢isel nazveme FeSenim dané soustay, odnoty = =8

a y =11 proto nejsou dvé feSeni nasi soustavy, al& spolu nerozlu¢né“
tvori jedno teseni.
Resenim soustavy rovnic se dvéma neznamymi je t}dy dvogice cisel.

Vite jiz, ze u rovnic s jednou nezndmou maslevo reseni dva vyznamy.
Oznacujeme jim jednak postup, ktery vede %&wvysledku, jednak vysledek
samotny. Tento vysledek (¢islo) se také nazy¥a koren rovnice.

Také u soustav rovnic budeme slovem feSeni oznacovat jak postup, tak
vysledek. Pro dvojici ¢isel, ktera je fegeflim dané soustavy, se slovo koren
nepouziva. c?'

V této kapitole se naucime zaklad@ toho, jak feSeni soustav rovnic pocitat,
a ne pouze ,hadat“. Pri técht ?poétech se zaroven vzdy ujistime, zda je
vypoctené reseni jedinée. Tak '&pfiklad vysvétlime, pro¢ soustava

»
\'Q 3x + 2y = 46,
*;0 2z + 3y = 49

2

nema jiné feseni nez b— 8 ay=11.

1. Rozhodnéte, ﬁ dvojice ¢isel x =1 a y = 2 je FeSenim soustavy:

a) Tz + 211 b) 2 —Ty=—-12  ¢) 4z — 5y =6
T — 4= —5 32+ 9y =13 ba — dy = —1
&
N

Jak z rgMice vyjadiime jednu nezndmou pomoci druhé neznamé?

Vratihe se k ndkuptim ofiskt a éokolad z tvodu kapitoly. Zdiraznéme, ze
k ni neznamych cen 1 ¢okolady a 1 balicku ofisk® by ndm jedna rovnice,
iklad

3z + 2y = 46,
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