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Predmluva "
¢

S
2
Vazeni ¢tenafri, 4°
Piehled stfedoskolské matematiky, ktery se vam dostavd do rulu, vychazi jiz
v 10. vydani. V 9. upraveném vydani byl upraven a doplnén gext knihy, zdoko-
nalena i jeji grafickd podoba s pouzitim dvoubarevného tisk@: Kniha obsahové
i metodicky navazuje na ucebnice matematiky pro gymna a stfedni odborné
skoly. Na rozdil od téchto ucebnic nesleduje vsak didaktic ystém uciva s cyklic-
kym fazenim témat, ale podava uceleny prehled Jedno ch obori stredoskolské
matematiky i jejich vztaht. Pt¥i psani knihy i tpra & jsem vychazel ze svych
zkusenosti z pripravnych kurz pro vysokou skolu yuky, z prijimacich i dal-
sich zkousek na VSSE a ZCU v Plzni a téz z po u ziskanych v matematické
olympiadé ve funkci predsedy KV MO.

Pro zduraznéni zakladniho uciva a zvyrazwl prehlednosti je kniha rozdélena

do téchto deseti oddili:
1. Zakladni poznatky z logiky a teorie m@n. 2. Ciselné obory. 3. Zakladni po-
znatky z algebry. 4. Funkce. 5. Rovnice a@ovnice. 6. Posloupnosti a fady. 7. Kom-
binatorika, pocet pravdépodobnosti, statistika. 8. Matematicka analyza. 9. Geome-
trie (planimetrie a stereometrie). 10 #nalytickd geometrie.

Studium knihy lze doporucit jak€Studentim maturitnich ro¢nikt stfednich skol,
tak i studentim prvnich semest sokych §kol, zejména matematicko-fyzikalniho
a technického zaméteni. Optiglni ovSsem bude, kdyz se student nauci s knihou
pracovat jiz v pribéhu svéh edoskolského studia, nejlépe od 1. roéniku. Kniha
muze byt uzitecnd i tom Qdo ucivo stfedoskolské matematiky v podstaté zna
a chce se podivat tfeba wa nékteré useky, které bud pozapomndl, nebo které se
v dobé, kdy studoval, fedni skole neprobiraly. Takovy ¢tenar najde pii ¢teni
kapitoly, ktera ho z ha i potrebné odkazy na to, co pro studium zvoleného té-
matu potiebuje zn& jinych kapitol. Jesté lepsi pomuckou mu vsak bude rejstiik
na konci knihy, pddfe néhoz potiebné pojmy snadno vyhleda. Rejstiik bude samo-
ziejmé uiiteéné ro ¢tenafe, ktery bude studovat postupné celou knihu, nebot je
v povaze matematiky, ze spolu souvisi a prolinaji se rizné jeji discipliny. Tradi¢ni
déleni na a etiku, algebru, matematickou analyzu, geometrii atd. nikterak ne-
znameng 48 tyto celky jsou samy v sobé& uzaviené. Velmi vyznamnym rysem zmén
ve vyuc@gdni matematice v soucasné dobé je Siroké uplatnéni moderni vypocetni
technily, kalkulatort a poéitact. Informatika, pocitace a programovani se nyni
stu$ na strednich Skolach v samostatnych predmétech a jejich napln presahuje

rif@ec této knihy. Do ni jsem zatadil pfedevsim ucivo povinné stfedoskolské mate-
ﬁky; z nepovinné matematiky (cviceni) pouze nékteré dilezité poznatky, které

a né bezprostredné navazuji. Mou snahou je, aby Prehled byl vhodnym predstup-

ném dalsiho studia matematické literatury v prubéhu stfedoskolského studia a na
vysoké skole.



Poznamky k Archimedovu principu a k principu vloZenych intervald.

1. Archimeduv princip plati nejen v oboru R, ale také pro vSechna ¢isla a, b > 0 v oboru Q.
Naproti tomu princip vlozenych intervala je charakteristicky pravé jen pro obor R.

2. Na principu vlozenych intervala je zaloZzeno vyjadfovani redlnych cisel nekoneéﬁni
desetinnymi rozvoji a pocetni operace s nimi (zajistuje existenci a unicit\. ¢tu
a soucinu). Je zdkladem méfeni skalarnich fyzikalnich veli¢in.

3. Geometricka analogie Archimedova principu a principu vloZenych interval@’jsou téz
zdkladem pro méteni tsecek a pro grafické zndzornovani redlnych ¢isel na p¥imce (véta

V.X kap. 2.1). 0°

Aproximace realnych ¢éisel, zaokrouhlovani, pf‘#ﬁné
numerické vypocty s

V matematice, ve fyzice i v praxi se velmi casto setkavifle nejen s presnymi ¢i-
selnymi udaji, ale také s jejich aproximacemi (p¥ibliz i hodnotami). Napr.
¢iselné hodnoty veli¢in ziskané méfenim nebo vysled ypocti uzitim tabulek ¢i
vypocetni techniky jsou prakticky témér vzdy priblizafé, zatizené jistou chybou (ne-
presnosti). I v mnoha jinych situacich neznédme pfegoéiselny udaj, ale jen interval,
do kterého uvazované realné ¢islo patri. é

Vime-li, ze pro realné ¢islo a plati f

a € (aq, ap) nebowd S asap,

]

(a4, ap) za aproximaci ¢isla a; piSeme
pecialné ¢islo agq se nazyva dolni aproxi-
1 aproximace ¢isla a, jejich aritmetickému

lze povazovat kterékoli ¢islo a z interv
a =~ a. (Cteme a je pfiblizné rovno @
mace cisla a, ¢islo aj, se nazyva h
pruméru as se rika stiedni apr

N
7
Chybu (nepiesnost)e — a aproximace @ Cisla a zpravidla nedovedeme urdit,
miizeme vSak provést oghifd jeji absolutni hodnoty |a — @| pomoci ¢éisla a > 0, pro
které plati

\0 la —a| < a.
Kazdé takové ¢i nazyvame odhadem absolutni chyby (nepfesnosti) nebo
kratceji absol@Hi chybou (nepfesnosti) aproximace a ¢isla a. Aproximujeme-
-li ¢islo a k koli ¢islem a € (agq, an), ziejmé plati (obr. 2.6)

o‘é ap — adq

|a —al

o
. I
~* é 1 aq a Qs a ap
2

8

]
\

& —
Lan —aq)  %(an —aq)
Obr. 2.6
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Rozdilu z1 — 23 = 21 + (—22) je pfifazen polohovy vektor rovny r — rs =
=r + (—r), kde —ry je vektor opaény k polohovému vektoru rs. Na zékladé toho
je v obr. 2.9 sestrojen obraz rozdilu komplexnich c¢isel z; — z2 jako koncovy bod
vektorurp —rp =n + (—n).

Geometrické znazornéni soucinu a podilu nenulovych komplexnich ¢isel je€galo-

zeno na jejich goniometrickém tvaru, jak ukazeme v kap. 4.6. &'

2
Definice absolutni hodnoty komplexniho éisla a jeji ,°
vlastnosti Ky

Absolutni hodnota komplexniho ¢isla z = z + yi, ozn&né symbolem
|z], je realné ¢islo definované vztahem @

2| = Va® +y? éli |z| = Vz 7, kde Z :ésyi-

Geometricky vyznam absolutni hodnoty komplexnil (Xézsla:
V Gaussové roviné predstavuje |z| vzdalenost o u komplexniho ¢isla z od

ocatku (obr. 2.7).
p u (obr ) *'Q

Véty o vlastnostech absolutnich hodnot kom ich cisel
a) Pro kazdé éislo z € C plati
|z| 2 0, pfi¢emz |z| = 0, pravé kdyz z ~

ol =1 = 21 = [zl &

b) Pro kazdou dvojici ¢isel 271, zo € ati
|21] — |22| £ |21 £ 22] £ |z1] + |Z$ (trojuhelnikova nerovnost),
|2122] = |21 |22], &
al- :Z—1|,je-h 22 40, ,3
22 22 A

Geometricky vijznam a&&tm’ch hodnot komplexnich cisel v trojuhelnikové ne-
rovnosti: Absolutni hodndly |21, |22, |21 + 22|, |21 — 22| jsou v Gaussové roviné
rovny vzdalenostem obpaZl komplexnich ¢isel z1, za2, 21 + 22, 21 — 22 od pocatku
(obr. 2.9). Dale 1ze da&zat vétu:

Absolutni hodn(&zl — 23| rozdilu komplexnich éisel z1, 22 je rovna vzdalenosti
obrazu kompl o ¢isla z; od obrazu komplexniho ¢isla zo (obr. 2.9).

Priklady C¢tu absolutni hodnoty komplexniho ¢isla
tni hodnoty komplexnich ¢isel

N 56 — 331

_ |56-—33i] 3136+1089 V4225 65
54121 | [5+12] 254144 V169 13

tento postup je jednodussi nez vypocitat nejprve podil a pak jeho absolutni
hodnotu).

—~
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Obr. 4.20

Vlastnosti logaritmickych funkci f: y = log,z Tab. 4.8

a>1

y=log,x

-2

f() =

D(f) =

logal = 0

f(1)

D(f) =
=log,1=0

(0, +00), H(f) = R

Neni ani zdola or@né, ani shora

omezena

Je rostouci, gy prosta.
Neméa maxi ani minimum.

Neni ani zdola omezena, ani shora
omezena

Je klesajici, a tedy prosta.

Nemda maximum ani minimum.

Poznamka i?ze dokézat (uzitim matematické analyzy
log, x tyto pocty prusec1ku

), ze obecné maji grafy funkci

fry= a:'g Y=
a) profgy> 1 E) ud zadny prisecik, je-lia > ee (napf pro a = 2, a = e), nebo 1 priisecik,

[/
ro 0 < a < 1 bud 1 prisecik, je-li e
° 2

a =

a = ee, anebo 2 pruseciky, je-li 1 < a < ec

1
5 0= E)’ nebo

~° (napf. pro a =
(napt. p

° < a < 1 (napf. pro a =

pruseciky, je-li a = e, anebo 3 priiseciky, je-li 0 < a < e
1

1)

E ’
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5.10 Kwvadratické nerovnice

Kvadratickou nerovnici s nezndmou z € R nazyvame kazdou nerovnici tvaru

az® +br+c¢>0, resp. az’> +br +¢ <0, 0
d
kde a, b, ¢ jsou libovolna redlna ¢isla, a # 0. O kvadratické nerovnici se nﬂvi také
v pripadé, ze ma tvar °

4
az? 4+ bz +¢ >0, resp. az® + bz +c¢<0. éh

&

Reseni kvadratickych nerovnic uvedenych typi se provadi @DOI‘H R takto:
Ozna¢me D = b* — 4ac diskriminant piislusné kvadratic&ovnice ax® + bx +
+ ¢ =0 (kap. 5.3). o
I. Je-li D > 0, pak tato kvadratickd rovnice ma % realné rizné koteny
T1, T2 a kvadraticky trojélen az? + bz + ¢ lze rozlozit v\ ¢in kotenovych ¢initeli
a(x — x1)(xz — x2). Po vydéleni obou stran dané neroy.\ice ¢islem a neboli vynéso-
S

1
benim obou jejich stran &islem — (aprava (UN 4%& p. (UN 4a)) m4 leva strana
a

ziskané kvadratické nerovnice tvar (x — z1)(z —& a k jejimu feseni staci uzit véty
o znaménku soucinu dvou redlnych éisel (kap:%2.1). Tento postup FeSeni lze vy-
hodné zjednodusit pomoci metody intervaly(metody nulovych bodu): Necht
je x1 < 9. Parabola, kter4 je grafem kvadr@ické funkce f:y = ax®+bx +c (a # 0),
protina osu x ve dvou ruznych bodech &ejiho pribéhu (obr. 5.19a, b, 5.20a) vi-
dime, ze pro funkéni hodnoty funkce intervalech I; = (—o0, x1), lo = (21, ©2),
I3 = (22, +00) plati: V kazdé dvojic&sednich intervalil maji opacnad znaménka.
Staci proto zjistit znaménko hod kvadratického trojélenu az? + bz + ¢ v kte-
rémkoli bodé jednoho z intervaq 1, l2, I3 (nejjednoduseji v bodé z = 0, pokud
je w1 # 0, w2 # 0). Odkud pak®jiz plynou znaménka hodnot tohoto trojélenu ve
vSech ostatnich bodech téc& intervalii, ¢imz je urceno feSeni dané kvadratické
nerovnice. &N

%N
a) b)
Y y:a:Uerb:U+©0 Y
(D>0, a@ y=ar?+br+c
s‘. (D>0, a<0)
® \ < ® @
0] €1 T2 x
1 T - | |
o .‘\ | o | ’ © | | ©
2 | | I |
¥ N L
| |
& l Q I @ = E) | &) | O =«
° —00, 1) T1 (x1,22)  *2 (22,+00) (=00, 1) T1 (z1,22) T2 (w2,+00)
Obr. 5.19

251



Zkouska: 7 rozboru plyne, Ze sestrojeny trojuihelnik ABC' spliuje vSechny dané

vlastnosti.

Diskuse: Pokud v < 180°, jsou v8echny ¢asti konstrukce jednoznacéné, iloha mé

jediné Teseni. ~

Pii feSeni dalsich pitkladd vyuzijeme tyto dilezité véty o zobrazovdanidkguznic
ve stejnolehlyjch zobrazenich: 2

dem S a koeficientem stejnolehlosti s je kruznice k'(O’, 1), jejtz stied O’

V.1. Obrazem libovolné kruznice k(O, r) v kazdé stejnolehlosti H(S, &) se stie-
ﬁolomér r’

je obrazem stfedu O kruznice k v této stejnolehlosti a pr%

plati 7/ = |k| - r (obr. 9.65, kap. 9.8). Q)

V.2. Jsou-li dany libovolné dvé kruznice k(O, r), k' (O', r’) znymi poloméry
r, v, pak existuji pravé dvé stejnolehlosti H; (S1, k1), B Sa, k2) zobrazujici
kruznici k na kruznici k". Stiedy S1, So téchto stej losti lezi na ptrimce
prochézejici body O, O" (obr. 9.86 az 9.88) a jeji(@oeﬁcienty jsou po radé
01s1an1:7,52:—7. 6.

Obr. 9.87
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Obr. 10.65 Obr. 10.66

A,
&
Q&
S
(4

KruZnice a jeji rovnice

Definici kruznice jsme uvedli v ka @3
O analytickém vyjadieni kruZnie plati véty:

V.1. Kruznice k se stiedem S[m @) a polomérem r > 0 (obr. 10.66) m4 v kar-
tézské soustave souf‘adni@y rovnici

S
éz—m)Q—i-(y—n)Q:rZ. (1)

Rovnici (1) se ¥ik& st&dov& tvar rovnice kruznice ¢i stfedova rovnice

kruznice. #
Specialné, ma-li k@ice k stted S v pocatku, tj. S = O (obr. 10.66), pak

rovnice (1) nabj@varu
$ o +y? =12 (1a)
V.2. ROV?é (1) kruznice k se d& upravit na tvar

oé
Q B +y’+ar+by+c=0, kdea, b ceR. (2)
2

nice (2) se nazyva obecny tvar rovnice kruZnice nebo obecna rovnice
kr@iznice.

zndmka.  Obrdcend véta k vété V.2 vSak neplati, kazda rovnice tvaru (2) nemusi
byt rovnici kruznice. Je ji pravé tehdy, kdyz se da uvést na stfedovy tvar (1), nutna
PR . L2 42
a postacujici podminka pro to je a” +b” > 4c.
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